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1. POSITION DES PROBL~MES 
Soit Sz un ouvert borne de RN de frontier-e F, variett de dimension N - 1 
et de classe Cl, Sz &ant localement situ6 d’un seul c&C de r. On dksignera 
par x = (x1 ,..., xN) le point gCntrique de L? et par D, la d&Gee a/axi au 
sens de B’(Q), i = I,..., N. Soient p et 4 tels que 
2<p<+co et ma+, N) < ~2 B + 00. 
On se donne la forme 
Oh 
a&, v) = i j- / Diu /@ D,u Div dx, vu, v E Wlq-2), 
i=l S2 
WlJ(sZ) = {u ELP(SZ) / Dp ELQ(Q), i = I,..., N) 
que l’on munit de sa norme naturelle qui sera notee I/ . 11 (on ne considere dans 
ce travail que des fonctions reelles). On se donne aussi f s wl~*(Q) (done 
f E C(a) puisque 4 > N) et, pour chaque E > 0, g, ED/(P-~)(SZ). 
On fixe un convexe ferme IK de LW~(Q), dense dans I?(Q), et on designe, 
respectivement, par u, et v, les solutions uniques des inequations variation- 
nelles 
%EK 44 v - 4 + j, u&J - 4 3 j, fCv - 49 
VVE lt6. (1.1) 
V,EK +, , w - v,) + j v,(w - VJ 
3 jnf(w - v; + E [ jp - 4 + 4f> w - 41 > 
VWEE (14 
(pour l’existence et unicitt des solutions; cf. [4]). 
* Boursier de la Fondation Calouste Gulbenkian. 
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Remarquons que, avec 19, = v, - f, (1.2) Cquivaut a 
e,Ew -f, 444 +f, v - e,) - 46 v - ui + J, us - 4 
>E I R g&J - a, KpEK-f. 
(1.3) 
Rappelons qu’on a 
Cl(ll u 112,R + II vu llN2> G II 24 II G 4ll 24 ll2.R + II vu Ile.Rh 
Oh 
vu E Wlq2), 
(1.4) 
II u llL-2 = j* I 24 I27 II VU II;,* = j. (f I Diu lz)p’z~ 
i=l 
cr et ca positives et ne dependant que de N, p et Q. 
a(u, u - v) - u(v, u - v) > co f j 1 Dp - Dp I@, vu, v E w*qi2n), 
i=l R 
(1.5) 
c0 > 0 et ne d&pendant que dep [6]. 
Alors, en raisonnant comme dans la demonstration du Theo&me 2.1 de 
[5], et en utilisant (1.4) et (1.5) on demontre que: 
II EC Ila*,c2 d c pour E < ql , 
Oh 
P P’ = p _ 1 +- II WC ll2.R d e2 pour E<EO, 
Oh 
w,=uc-v,=u,-e8,-f, et “GO 
dans W**(s)) faible. 
(1.6) 
gE=go dans Dyfz) * w, s 0 
dans WJ’(s2). 
Soit 
Wpysz) = {u E W1*‘(sz) 1 p = O}, 
(1.7) 
oli y est la trace sur r au sens de FWp(s2). On a le theoreme suivant: 
36 DIAS 
THBORBME 1 .I. Supposons que K + WiBP(f2) C It6 et que u, et vG uppar- 
tiennent 6 L”(Q), Vc > 0.l Alors, si 
w, = u, - v, = u, - 8, - f et 
on a 
oh II * IL,R dksigne la norme duns L”(Q) et c ne dipend que de N, p, q et f2.2 
Compte tenu de (1.6) on a ie 
COROLLAIRE 1 .I. Sous les hypothbes du Thkoortbze 1 .l supposons que 
l/g, lh+~,a < ~1 pour E d co - Ah m a 
II w, Ilrn.R < II yw, Ilm,r + c2+‘c1+s), pour E < co. U-9) 
EXEMPLE 1 .l. Si l’on prend 
K = {u E Wvp(L?) I h < yu < h, p.p. (presque partout) sur r}, 
oti h, h, E url-(ll~)~~(l’), h < h, p.p. sur r et 
sup ess h < +oo, inf ess h, > -co, 
r r 
alors on est dans les conditions d’application du Theoreme 1.1 (cf. [2]) (on 
pourrait aussi prendre h = - co au/et h, = + co, cf. [l]). 
En particulier, si h = 4 E W - 1 1 (I g)*p)(r) n L”(7) (probleme de Dirichlet) 
alors ywG = 0, VE > 0. 
On se donne maintenant, pour chaque E > 0, un convexe ferme K, de 
W1>p(Q), dense dans L2(Q), et on designe par yG I’unique solution de l’inequa- 
tion variationnelle 
Si 24 E FWfl(Q) et k E R+ on pose 
{u}” = 1; 
{u}-k = - {-uy, 
1 Remarquons que y(?WP(Q) n Lm(Q)) C-LYr). 
2 Rernarquons que si 4 = -t to alors e/(1 + 0) = l/(1 + N). 
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Ceci etant on a le theoreme suivant: 
THBOR~ME 1.2. Supposons que, pour tout E > 0, on a ye E L”(Q) et il 
existe k(c) > 0 tel que les fonctions 
appartiennent 2 06,) Vk > k(E). 
Alors on a, avec 4, = P)E - f  
II #< ILo < 444 + 2” II Vf lli’!il, (1.11) 
II ~6 Ilm.~ G 44 + cl II $6 llm + ~2 II Vf II;?‘) II A Ilf!~) (1.12) 
oh 6’ = l/N - I/q, c, c1 et c2 ne d&pendant que de N, p, q et Q. 
COROLLAIRE 1.2. Si k(c) --+<+, 0 alors vC +<+,, f  dans L”(Q). 
EXEMPLE 1.2. Si l’on prend h, , A,,, E W’r--(l~p)*p(F) avec h, < h,,, p.p. 
sur F, sup es+ h, < + co, inf es+ A,,, > -co, 
K, = {u E FVP(sZ) I h, < yu < h,,, p.p. sur r} 
alors on est dans les conditions d’application du Theo&me 1.2 pour 
k(c) = n-=(0, supress(h, - rf ), supress(yf - h1.8. 
2. DEMONSTRATION DES THI?OR&MES 1.1 ET 1.2 
Darts la suite c, et c designeront des constantes positives ne dependant 
eventuellement que de N, p, q et 52. 
Dbmonstration du Thboorbne 1.1. Soit k > II yw, Ilm,r . Puisque on a 
W, - {w,}~ E Weep et 
on peut, respectivement dans (1.1) et (1.2), mettre 
V - u, = {WC}” - w, et w - v’, = w, - (W.}k. 
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Par addition on en dkduit, avec EC,+. = (x E Q 1 w<(x) > k}, 
Remarquons maintenant qu’on a 
Compte tenu de (2.2), (2.3), (2.5) et (2.6) on dtduit de (2.1) 
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De (2.7) on deduit 




11 vient, puisque 
w, - {WC}% wpp), 
(S (WE E&k 
_ K)m*)l’m* = 11 w, - (wJk llm*.* < c II VW, - b%>*> Ilm.* 
G c II VW, lIm& 9 
d’oh 
et done, par (2.8), 
Ceci entrdne, par le Lemme 5.1 du Chapitre II de [3], 
supness w, < II ywE /L.T + c(l, vfilQ,Sa + 11 g, ll;;~%)l’(l+B) 11 w, Il:!t+@” 
En raisonnant avec w, - {w,}-~ , k 3 ]I yw, I/co,r, on obtient une majoration 
analogue pour sup essc (-WJ ce qui acheve la demonstration du Thto- 
rbme 1.1. 
Remuque 2.1. A la place de g, ~LQl@‘-~)(fi) on pourrait, plus g&tnCrale- 
ment, considerer g, dtns le dual de I@P(a), defini par 
avec 
g,,, ELQ/‘P-(~~), k = 0, 1 ,..., N. 
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Dtkzonstration du ThLoorkme I .2. CommenGons par dkmontrer (1.11): 
Soit E, = {x E f2 I j y,hJx)i > k(e)). En posant 
dans (1.10) on obtient 
E il 1, I DIP), lpM2 Divc(D<f - DipJ 
(2.9) 




Alors par (2.9) et (2.10) on obtient 
s, I 1c: I2 G c [(K(r) I Q ll”)’ + E f I I &f Iv] . (2.11) 
$4 R 
D’autre part, on a 
ce qui avec (2.11) entraine (1.11). 
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Passons maintenant A la dkmonstration de (1.12): 
Pour 
k 3 k(E) + hII 3, IL2 
soit 
A,,, = 1~ E Q I $X4 > kl. 
En posant v = f + {&}k dans (1.10) on obtient 
E r: s, k I Dive P2 %4&f - Dicp,) + I, R (cpe - f) (f + k - ~1 Z 0. 
is1 , 
(2.12) 
D’autre part on a (cf. (1 S)) 
(2.13) 
On dCduit de (2.13) et (2.12) 
Ceci entrahe, puisque 
d’Oii 
II w, IIs& G c II Vf II*,* I 4k I1’*-l’q. 
Soit m = m(N, p) tel que 






De plus $I( - {$E}k t es nu 11 e sur 9 - A,,, . Alors le Lemme 3.1(c) de [l] 
entraine 
I , A, b Q/,~ - k) < c I A,,, I1-l’m* i A,,, il’m-l’p II WE /I~,A,,, ’ 
et done, par (2.14), 
Ceci entraine, par le Lemme 5.1 du Chapitre II de [3], 
En posant dans (1.10) 
on obtient une majoration semblable pour sup esso (-$J ce qui acheve la 
demonstration du Theo&me 1.2. 
Remarque 2.2. Dans le cas particulier oh 
06, = (u E Wl*+q ( yu = h,}, h, E wl--(ll~)*qr) n L”(T) 
(probleme de Dirichlet) on peut, dans la demonstration de (1.12), supposer 
k Z k(c) = II k - ~fllm.r 
par application du theoreme de Sobolev P & - (#<}” E WISP. 
Done, sous cette hypothese on peut considerer cr = 0 dans (1.12). 
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